Z teoryi nieciągłych grup podstawień liniowych 
posiadających spółczynniki rzeczywiste. 
Przez 


S. Rępińskiego. 


(Tablica l-ga). 


4 


Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. d. 7 czerwca 1892 r. 
referent czł. Zajączkowski. 


Ogólna teoryę tych grup, pomijajac szczególne przypadki weze- 
śniej znane!) rozwinał Poincaré w rozprawie: „Sur les groupes fuchsien- 
nes“ (Acta math. t. I). Metody tam przez Poincarógo używane sa 
przeważnie natury geometrycznej, a stąd także określenia grup, podane 
w formie geometrycznej , nie prowadzą bezpośrednio do praw tworzenia 
spółczynników grupy. Istnieje jednak pewien dział tych grup, dla 
których owe prawa dadza się arytmetycznie określić. Zasadę ogólna do 
tego celu prowadząca podał znowu Poincaré w rozprawie: Les fonctions 
fuchsiennes et Iarithmótique* *), ustanawiajac ścisły zwiazek grup po- 
wyższych z grupami podstawień liniowych, należacych do form potrój- 
nych nieoznaczonych. 


1) Np. grupa podstawień modułowych rozważana przez Hermite'a, Klein'a, De- 
dekind'a i innych; grupy określone przez Schwarz'a: Zur Theorie der Gaussischen hyp. 
Reihe Crell's J. t. 75. Grupy te należa do grup nazwanych ogólnie przez Kleina „auto- 
morficznemi*, od funkcyi tejże nazwy, niezmieniających swej wartości przy podstawie- 
niach grupy. ا‎ 

?) Journ. d. math. (Liouville) ser. IV. t 3, str, 405—464. 
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Myśli przez Poincarego rzucone rozwinał dla szczególnych przy- 
padków Dr. R. Fricke w pracy: „Uber eine besondere Classe discont. 
G. ete. (Math. Ann. t. 38, str. 50—81) — nowe zaś metody określa- 
nia grup zastosował i podniósł ich znaczenie dla teoryi pewnych form 
podwójnych kwadratowych w dwu następnych rozprawach: „Uber eine 
besondere Classe ete. Abh. II“ (Math. Ann. t. 38, str. 461—476) 
i „Weitere Untersuchungen über automorphe Gruppen ete.“ (Math. Ann. 
t. str. 62—112.) 1). 

Korzystajac z wymienionych prac, zdołałem otrzymać grupy ogól- 
niejsze, obejmujące jako szczególne przypadki wszystkie grupy, roz- 
ważane przez Frieke'go. Ich więc określeniem i własnościami w tej pracy 
się zajmuję. Okazało się jednak przytem, że dawniejsze metody, nieco 
zmodyfikowane, bardzo prosto prowadzą do celu, tych przeto używam; 
tak n. p. do określenia grupy stosowałem częścią metody Poincare'go 
wychodząc z grupy podstawień potrójnych, częścia postępowania Fri- 
cke'go. Kładąc zaś główny nacisk na niewymierności w grupie zacho- 
dzące uzyskałem podział podstawień na 16 typów, i bardzo prosty roz- 
kład grupy na jej grupy częściowe. — Zaznaczę tu jednak jeszcze, 
że w kilku miejscach, tam gdzie zmiany wspomniane w dawniejszych 
metodach sa bardzo nieznaczne, ograniczam się do podańia wyników, 
opuszczając dowody i przytaczając odpowiednie miejsca w pracach wy- 
żej wymienionych. 


$. 1. Określenie grupy. 


Stosownie do tego, cośmy we wstępie powiedzieli, zajmować nas 
będą podstawienia liniowe kształtu 


,_ «w+B 


7 wiać = Je 


w których spółczynniki 4, مق‎ y, ð sa liczbami rzeczywistemi takiemi, 
iż ich wyznacznik 


وی مہ 

43 

Według tego, czy ten wyznacznik jest równy +1 czy — 1 nazywać 
będziemy podstawienia (1) podstawieniami odpowiednio 1-go lub 2-go 
rodzaju. 


1) Oznaczenia w tych pracach używane starałem się tutaj zachować, 
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Zasługą jest, jak wspomnieliśmy, Poincarć'go, że badanie tych 
podstawień związał z teorya podstawień liniowych jednorodnych, nie- 
zmieniających nieokreślonych form kwadratowych potrójnych. Związek 
ten możemy następujacym sposobem wyprowadzić. 

Przyjmijmy naprzód, że a8—By=+1. Kładac we wzorze (1) 
w=c+iy i odpowiednio © =x +ży, mamy: 


yı _ B8+(a8+By) a + ay (s+ y’) 
| 8+2y80+y?(a? + y’) 


, 


pa Z 

I *+żydsty( ty) 
Po prawej stronie mamy już wyrażenia trzechwyrazowe; aby je uczy- 
nić jednorodnemi i liniowemi przyjmujemy: 


T == 


nadto przyjmujemy, iż 
XZ-YV?=XZ-V=F. (2) 
Wówczas mamy podstawienie : 
X=BX+2Ż8yYV+yZ 
۶7۳ - 288 27+ ))۵+ 60 7+2 42ة7‎ (3) 
Z=B پر‎ +28 Y+ Z. 


Podstawienia te nazwijmy A. Równanie (2) orzeka, że podstawienia > 
nie zmieniaja formy potrójnej F = X Z — Y’, co symbolicznie przed- 
stawimy zapomoca wzoru: 


F(2)=F. (4) 


Tym sposobem uzyskaliśmy żadany związek: Każdemu podstawie- 
niu È, niezmieniajacemu formy F, odpowiada jedno pod- 
stawienie liniowe (1) i nawzajem. 

Odpowiedniość ta wskazuje, że do grupy podstawień liniowych Z 
należeć będzie grupa podstawień (1). Grupy te jednak nie będa, wogóle 
mówiac, nieciagłe, t. j. będa posiadały podstawienia nieskończenie małe. 
Na pewno nieciagłemi grupami sa, jak wiadomo, grupy podstawień 
niezmieniajacych form potrójnych, posiadajace spółczynniki całkowite 
i oczywiście tym grupom odpowiadające grupy podstawień (1) będą 
także grupami nieciagłemi. Tak n. p. grupie podstawień liniowych (3) 
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niezmieniajacych formy F i posiadajacych spółczynniki całkowite, od- 
powiada, jak łatwo spostrzedz, grupa podstawień należąca do funkeyi 
eliptycznych modułowych. Aby przejść do grup innych form potrój- 
nych, postapimy, idac za Poincare'm, w sposób następujacy : 

Oznaczmy przez T' podstawienie liniowe przekształcajace formę F 
na formę potrójna : 


(5) F(T)=f. 


Aby znależć podstawienia niezmieniajace formy /, zważmy, że według 
(4) jest także: 
f=F|[(2)T]=F(2T); 
ponieważ zaś 
F=F(T")"), 
zatem 


ff (TIE). 


A więc podstawienia niezmieniajace formy f (oznaczmy je przez ھ‎ 
maja kształt : 
S=T!LI. 


Używając wyrażenia znanego z teoryi grup, powiemy: podstawienia 
niezmieniające formy f, otrzymać można, przekształeajae pod- 
stawienia niezmieniające formy F zapomocą podstawienia 7.  Zazna- 
czamy przytem wyraźnie, iż działania oznaczone ostatnim symbolem 
należy po sobie wykonywać w porządku od strony lewej ku prawej. 

To ogólne postępowanie zastosujemy do formy potrójnej, nieozna- 
czonej kształtu : 

f=1Ẹ— sre. 

Dla uproszczenia rozumowania przyjmijmy nadal, że spółezynniki g, r, 
s sa liczbami pierwszemi, z których co najwyżej dwie moga być sobie 
równe. 

Podstawienie 7" przekształcajace formę F na formę f jest: 


X=tVqg —tVr 
(6) T) Y=qVs 
Z=tVg +tVr, 


1) Za pomocą symbolu 7-1 oznaczam, jak zwykle, podstawienie odwrotne pod- 


stawieniu T, 


www.rcin.org.pl 


Ż TEORYI NIECIĄGŁYCH GRUP PODSTAWIEŃ LINIOWYCH. 41 


podstawienie zaś temu odwrotne: T-! ma kształt: 


EPA hę 
2Va  2Vg 
T1) 1= 
1 1 
6 2Vr 2Vr 


Aby otrzymać podstawienie S, należy nam wykonać kolejno pod- 
stawienia T=!, X, T; mieć będziemy: 


'=—>X4+———Y 
ŻĘ 2\4 و2۷‎ 
T-t) y = A 0 
1 1 
' = د‎ X+ P 
e 2Vr 2Vr 


Korzystając z równań (3), otrzymamy: 


, i 1 PES 

= و رکب جن = و ڑوت وت‎ 
PRZ y= AJ V: (x 8 PORA 

PRA (53 — p E PRZY yò) Y+ (x? — 43) Z. 


2Vr Vr 2 7: 
Wykonywajac nakoniec podstawienie T, t. j. wprowadzajac zamiast 
X, Y, Z wyrażenia (6), mieć będziemy ostatecznie podstawienie : 
ا‎ 


metet VS apr) VZ- prat 
S) ٦-۷۶ شؤ+ہم‎ E+ +BY +V- -نء)‎ 88) 


Ç=} 1 (242 — RY 289) PV (ap 18) + (22 —B2—y2+83), 


Idzie nam, jak wspomnieliśmy, o podstawienia Ś, posiadające 
spółczynniki całkowite. Warunek ten prowadzi do następującego bliż- 
szego określenia liczb «, 0, y, 8. Oznaczmy dla krótkości spółczyn- 
niki podstawienia S przez @„; wtedy wyrażenia 

dı +a = a? +Ò, a — ag = Y° +Ò’, 
Rozprawy mat.-przyr. T. XXVI. 6 
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winny przedstawiać liczby całkowite). Ponieważ nadto 
ao = «8 +BY 1 a8—pPy=1 
są liczbami całkowitemi, więc także wyrażenia 
ا و ا‎ BESK +8 
przedstawiaja liczby całkowite. Stąd wynika, iż 
( ±0), (By)? 


są liczbami całkowitemi, a więc, że 


a+8=aVm, 86-+ ہہ سے‎ 
a — ò = b Vmy, B +y = dV ns, 


gdzie a, b, c, d, m, n sa liczbami całkowitemi. O liczbach m, n za- 
kładamy jeszcze, iż one nie posiadaja już czynników kwadratowych. 
Jeżeli nadto spólne czynniki liczb: m, i nį, M i ną Oznaczymy odpo- 
wiednio przez ہہ‎ Ta, to będziemy mogli liczby x, B, y, 8 napisać 
w kształcie : 


aNu Va +V pa Va 
2 


VV +a Va 
2 

_ =e Va +4۷۷5 
jj 2 


p بالات‎ Va bV Va 
2 


gdzie już żadna para liczb: u4, ٣ ry ani żadna para liczb: ua, Va, To 
nie posiada spólnego czynnika. Dla wyznaczenia liczb u, v, z utwórz- 
my następujące wyrażenia, które zgodnie z naszem założeniem sa licz- 
bami ceałkowitemi: 


— Sdo + r ag =V rs (+8) (8 =F) = acı yw (rs, 

S dag + T dzą = rs (x—8) (8 + y) = bd To Vea va Vrs, 

Var,‏ یس VF, Ta Vu‏ وہ = )8 — dg + raz, = Vgr (2 +8) (x‏ و 
Vrv Var.‏ وہ gag + ray, = Vgr (8 +y) E- y) = cd Vri‏ — 


t) Por w wyżej przytoczonej pracy, Math. Ann. t. 39, str. 74—75. 
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Już z pierwszych dwu wyrażeń okazuje się, że liczby u, v zawierać ۰ 
moga jako czynniki tylko liczby r i s, a więc że, stosownie do naszej 
umowy, liczby my i mą tych czynników r, s nie zawieraja. Pozostaje 
więc do rozważenia 16 różnych przypadków rozłożenia liczb r, s iq 
na liczby u, v i r. Lecz podstawiając zamiast p, v liczby r i s i ich 
kombinacye łatwo przekonamy się, że tylko następujace przypadki do 
sprzecznych nie prowadza wniosków : 


u = 1, سے با‎ 8 . =r Vy اف‎ 
1 
Ją =T, Vy =8 لک پت‎ vy =rs 
(8) 
u "ZS, ا‎ N I, ==F8 V, == 
u =7rs, یں 0 ر۷‎ =S YY =7. 
W istocie, gdybyśmy. n. p. przyjęli 
Pa TZT IRT 
PRZEZ 
otrzymalibyśmy jedno z wyżej przytoczonych wyrażeń : 
Jlis Fra, = abr \ r, Tą Vgs , 
które, — z uwagi, iż liczby 7,, r, nie zawieraja jako czynników liczb 


r i s, — nie może przedstawiać liczby całkowitej; i t. p. 
Przy powyższych wartościach (8) liczb ہس‎ v liczby %,, m, moga 
posiadać tylko następujace kształty : 
T, ==p9, m ==p albo m, =p, m, =pQ. 
Aby ostatecznie znależć wartość liczby p skorzystamy ze zwiazku : 
18—By=1, t. j. odpowiednio do powyższych wartości liczb r ze 
związków : | 
pf ale p, + © w) — (©? p, + ر2‎ | = 4 
pfa u, + c? y, — q (b2? w + d? (ي‎ |4 
Ponieważ lewe strony tych równań przedstawiaja iloczyn dwu liczb 


całkowitych, wartość zaś g=4, jako zupełny kwadrat, jest wykluczona, 
więc może być tylko : 


albo p=1, albo o=2, 
tak, iż liczby m,, m, posiadać moga następujace pary wartości: 
9,1; 1,9, 29,2; 2, 2q. (9) 


Uwzględniajac wszystkie wartości (8) i (9) liczb p, v, m w wyrażeniach 
(7), otrzymamy 16 różnych pod względem formy typów podstawień 
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należacych do grupy ; mianowicie : 


dlanG=1 r,=q: 


GARY TY cVr +۷9" IFE 
2 2 | 
3 


i 


١ 


۱ 
) 


—oVr+dVq کے ا‎ a—bVgr 
o E s 


a) gdzie ab qr +c rs—d qs = 4; 
+4١۷ qr 
2 


A e E 
2 


aVr +bVq. ARE 
a LEE y3 
—c+dVqgr 

2 


b) gdzie ar s—b* q8 + o — dP qr = 4; 


c+dMqr —‏ ۷۶ +ءص۷ء 
2 2 
—c+dVqgr im aVr —bVq‏ 
penes 1‏ 02.0-28 
c) gdzie a” r—b>q+cs—d*qrs=4;‏ 
Va‏ 22+ ناج A‏ 
LQ rg‏ ا mi ASNA‏ 
2 2 


d) gdzie a*s—bgrs+cr—dq =4. 


Dla x, =qg, کس وا‎ 
ان ا ان وی ا‎ 
E TA NE, TiO 


2 
-eVq +dVr WG" a Vqr —b 
2 SE 
e) gdzie a? g r— b? + c? qs — d? rs = 4; 
AEEA RRN ۷۶ء‎ +d 
2 2 
ALC aVg —bV r 
PE 5 Vs 
f) gdzie a qs — Drs + qr — d2 = 4; 
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ARE aż KA ضرا الف‎ 
2 2 z 
a A ; سے‎ 7 
0) - ۷۶۰۳ء‎ +d = aVg—bVr 
te Vs AGE 
g) gdzie a”q—b*r+cqrs—d?s — 4; 
a Vqr +b u e\ q +dfr 
Ai Vs ca 
U, 71 03 AB 
RETE «Var by) 
2 2 


h) gdzie @? q rs — b s+ eq— d?r = 4. 

Pozostałe ośm typów odpowiadajacych wartościom 7, = 2, m, =2 4 ; 
m =2q, m, = 2, które nazwiemy odpowiednio ٣, V,,..., V, po- 
siadają tensam kształt eo podstawienia powyżej wypisane z ta tylko 
różnica, że w mianownikach spółczynników podstawień zamiast 2 za- 
chodzi wszędzie \ 2 ; wskutek tego prawe strony odpowiednich rów- 
nań a), b)....h) sa wszędzie równe 2. Grupę tę, obejmująca wszystkie 
16 typów, nazywać będziemy stale ۲٢۳. Istnienie jej, oparliśmy na 
związku jej z grupa podstawień potrójnych form kwadratowych. Że 
jednak podstawienia tych 16 typów razem wzięte tworza istotnie dla 
siebie grupę, t. j. że kombinujac je z soba nie otrzymamy podstawień 
posiadających jakiś kształt inny, niż jeden z owych szesnastu, — to będzie- 
my mieli sposobność w jednym z następujących ustępów wprost sprawdzić. 

Zauważymy jeszcze, że nie jest to grupa jedyna odpowiadająca 
formie f = qź*— sn? —r$ Dla przejścia od formy f do formy 
F=X Z- Y?’ moglibyśmy równie dobrze użyć podstawienia : 

x=tVg-qVs 
BP) .F=tyr 
Z=tVq+nVs: 

Używając zaś tego podstawienia i postępując zupełnie tak jak poprze- 
dnio dojdziemy do określenia grupy “®” zbudowanej zupełnie tak jak 
grupa ۱۶۳, która otrzymać można wprost z grupy T, przemieniajac 
w niej z soba litery r i s. Przemianę tę liter uskuteeznić także mo- 
żemy, jak nie trudno sprawdzić, przekształcając podstawienia grupy 
r% zapomoca podstawienia: 


KA جن‎ 22 
K) yi Ve 


V2 V3 
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Własność tę wyrazimy zapomocą wzoru: 
KOCYK = Tr) 


i powiemy krótko: grupę I“ otrzymujemy z grupy ٢٦| 
przekształcajac tę ostatnia zapomocą podstawienia K. 
Stąd wynika, że każdej grupie ۱'۶۳١ odpowiada jedna grupa ۲٣٣۳. Wi- 
docznem jest jednak że zbiór wszystkich grup ۱٢١١, powstajacy przez 
nadawanie różnych wartości liczbom q, r, s, jest ten sam co zbiór 
grup I" wziętych w innym porządku. Z tego powodu w następnych 
ustępach będziemy rozważali tylko grupy [**, które dla krótkości na- 
zywać także będziemy P. 

Różnica ta między grupami Te” i ["*% znika oczywiście zupełnie 
w przypadku, gdy s=r, t. j. wówczas grupa ۱٢۳ ma tę własność, 
że przekształcona za pomoca podstawienia K nie zmienia się: KT% K 
=[%, Ta własność prowadzi do następujacego powiększenia grupy 
re», Jeżeli do podstawień grupy [ dołaczymy także podstawienie K, 
to otrzymamy grupę @ obejmujaca grupę T; grupę taką jak IF objęta 
przez inna grupę (G) nazywamy grupa częściową (Untergruppe) 
grupy (G). — Zauważymy dalej, że podstawienia grupy I, nazwijmy je 
krótko A, przekształcone zapomocą podstawień: B grupy بے‎ sa znowu 
podstawieniami: 4 (grupy Û), t. j. 1م‎ 4B=4'') 

Jakoż, jeżeli B= A4, to oczywiście 41ھ‎ 4 4*1 = A"; jeżeli zaś 
BSA K to 

BiAĄB=KtTATAAK=K"'AK=4A* 


co było do okazania. 

Rezultat ten przedstawimy symbolicznie: BIT B= TF. 

Grupę częściowa posiadajaca tę własność nazywamy grupa nie- 
zmienna?) (invariante Untergruppe). Nadto z tego rozważania okazuje się, 
że przy pomocy podstawienia tożsamościowego i podstawienia K można 
podstawienia B grupy G ułożyć w dwa szeregi, z których pierwszy 
zawiera tylko podstawienia grupy F: 


e ZUP AR G 


A RZ R? 
K AKAK AREN 

Ilość takich szeregów stanowi wskażnik grupy częściowej. Mamy więc 

twierdzenie: w przypadku r=s grupa TF jest niezmienna 

grupa częściową grupy G o wskażniku równym 2. 


1) Znaczki u góry oznaczają w ogóle mówiąc: różne podstawienia 4. 
2) Grupa taka częściowa nazywa się także grupą „wyszczególnioną* (ausgezeich- 
nete Untergruppe). 


www.rcin.org.pl 


Ż TRORYI NIECIĄGŁYCH GRUP PODSTAWIEŃ LINIOWYCH. 41 


Jeszcze jedna uwaga tycząca się grupy G i IT“. W przypadku 
tym podstawienia typów o wskaźnikach parzystych: Á, و ہے‎ (x=0, 1,..., 7) 
przybierają tę samą postać (ze względu na wymierność), eo podsta- 
wienia typów 4,,,, (x=0, 1,.., 7), tak, iż ilość typów redukuje się 
do ośmiu. Lecz nawet nowe podstawienia , otrzymane przez dołączenie 
podstawienia K, nie wykazuja nowych kształtów, tylko uzupełniaja 
dawne tak, iż ośm tych typów grupy G możemy przedstawić następu- 
jacym sposobem : 


a+bVqr c+dVqr 
e. REG ےی‎ 
U, a: O 
> —c+dVqr و لاو‎ , gdzie a*—b?gr+c?—d?qr=4, 
2 - AR 


8 ا وکا ار ہیر‎ <a (6) was "hew A TK 


aVr + b\ a Nr +dVq 

V2 V2 
۷ء-‎ ۶ +4۹۷ aV\r—bVg 

۷ y2 

Łatwo się to okaże, jeżli rzecz bliżej zważymy. 

Zreszta jako dowód posłużyć może i ta okoliczność, że do takiego, 
jak powyższe, określenia grupy @ dojdziemy powtarzajac rozumowanie 
prowadzące do określenia grupy ٣۲۶۰۳۰١۶ z ta tylko zmiana, iż przyj- 
miemy n. p. 


, gdzie a?r—b?q+cr—d?q=2. 


u=v=l, albo u=v=2 zaś r, =qg, m =r albo r =r, m= 4. 


§. 2. Grupy uzupełnione. 


Dotad z naszego rozważania wyłaczaliśmy podstawienia rodzaju 
2-go (których wyznacznik =— 1). Jeżeli jednak będziemy chcieli także 
i te podstawienia uwzględnić, to dostrzeżemy, że gdy po prostu na pod- 
stawieniach grupy FT (lub G) wykonamy podstawienie: و‎ = — w, gdzie 
© = 2 — iy, otrzymamy podstawienia o wyznaczniku równym — 1. Dla- 
czego do tego celu nie używamy podstawienia n. p. 0 = — ,و‎ uzasa- 
dnimy później, gdy będzie mowa o geometrycznem znaczeniu grupy. 
Zauważymy tu tylko, że podstawieniom rodzaju 2-go odpowiadaja 
podstawienia (3) ($. 1), których wyznacznik: —(a8—Bgy3=—1, 
a podstawieniu w = — o odpowiada podstawienie X'=X, Y'=- Y, 
7 =Z, (którego wyznacznik = — 1) tak, iż istotnie odpowiada ono 
jednemu z podstawień (3). 
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Dołaczajac do podstawień grupy T, podstawienie ©' = —w, otrzy- 
mamy grupę, która nazywać będziemy grupa uzupełnioną (erwei- 
terte Gruppe) i oznaczać ja będziemy przez literę T. Grupa ta oczy- 
wiście obejmuje wszystkie podstawienia grupy TFT, a więc grupa P jest 
grupa częściowa grupy F. Nadto łatwo spostrzedz, że dwa podstawienia 
rodzaju 2-go z kolei po sobie wykonane prowadzą do podstawienia ro 
dzaju 1-go; stad w razie, jeżeli podstawienia rodzajów 1-go i 2-go na- 
zwiemy odpowiednio A, A, otrzymamy wzór: 

A'AA<4, 
a więc grupa I jest niezmienna grupa częściowa grupy uzupełnionej y 
Wskaźnikiem tej grupy częściowej jest liczba 2. Jakoż podstawienia 
grupy [ możemy przy pomocy podstawienia tożsamościowego i podsta- 
wienia w =—o ułożyć w dwa szeregi: 
4, ا ین‎ 
A=4o, =A, .... 


Wszystko to stosuje się oczywiście także do grup Gi G. 


$. 3. Rozkład grupy T; jej grupy częściowe. 


. Nie mamy zamiaru podawać tutaj wyczerpującego rozkładu grupy, 
lecz zajmiemy się tylko przypadkami najprostszymi. 

Już sam kształt podstawień grupy I naprowadza na domysł, że 
między podstawieniami różnych typów istnieć będą jakieś związki. 
W istocie dostrzegamy naprzód, że podstawienie odwrotne względem 
podstawienia jakiegoś typu, należy do tegoż samego typu: 


Inne związki otrzymamy, jeżeli będziemy zważali kolejno na niewy- 
mierności: Vs, Vr, Vq, V2, które w grupie zachodzą. 
a) Jeżeli spółezynniki z, Û, y, 8 podstawienia 


« B 

+ 8) 
nazwiemy odpowiednio spółczynnikiem pierwszym, drugim, itd., to wi- 
dzimy, że w podstawieniach typów o wskaźnikach nieparzystych (za- 
liczmy je do jednej klasy), spółezynniki drugi i trzeci, — zaś w pod- 
stawieniach typów o wskaźnikach (parzystych tworzących klasę druga), 


spółeczynniki pierwszy i czwarty zawierają czynnik niewymierny : V s , tj. 
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A  BVs ANENA 
کات ھ4‎ zaś 4, 
xa (cy: p) a (c D'Vs ) 
gdzie A, A... sa liczbami zawierajacemi tylko niewymierności V q> 
Vr, ۹۰ W ykonywajae po sobie dwa podstawienia klasy 2-iej 

AVs By, A,Vs B 
A ER A, 1 He al 
اد‎ ۶ DŃ s )i pi (o ئ720‎ ) 
otrzymamy: 


Ay A) (M48+BC, „,(4B,+BD,)V 8 4 رت‎ 

NER KE E‏ کی ور و مس EDON E O‏ لا O‏ دی ون 
A‏ بر رم Podobnie, wykonywajac po sobie dwa podstawienia‏ 
dziemy do podstawienia :‏ 


zy. +1 doj- 


A A, +BQ,s, (AB, + BD,) Vs A, BN a 
0 ۸) i 1 1 IN 1 1 ك‎ 9 2 
powie PA Vs, CB, s+ DD ) (a ¥ AB ). 
1 2 


W obu więc razach otrzymujemy podstawienia, w których tylko spół- 
czynniki trzeci i czwarty zawieraja czynnik niewymierny Vs, مہ‎ wła- 
śnie jest cechą typów o wskaźnikach nieparzystych. Mamy zatem pra- 
widło: 

Wykonywajac po sobie dwa podstawienia typów, któ- 
rych wskaźniki są oba albo liczbami parzystemi albo li- 
czbami nieparzystemi, otrzymamy zawsze podstawienie 
należące do jednego z typów o wskaźniku nieparzystym: 


Air Ary +4 = A) +1) ا‎ Ay <3 Ay io 


b) Również ze względu na niewymierność: V r można nasze 16 typów 
podzielić na dwie klasy, do jednej zaliczyć te, które mają kształt: 
boiak A Sara! 
—0Vr4+D 4—BVr 7 
ا‎ j. typy U,, U,, U,, U,, V,, V,, V,, V,: do klasy zaś drugiej zali- 
czyć typy pozostałe, mające kształt: 
6 Vr+B C+DVry, 
—0+DVr A4AVr —B 
Owóż, postępujac podobnie jak poprzednio nietrudno sprawdzić, iż: w y- 
konywajac po sobie dwa podstawienia należące oba albo 
do klasy pierwszej, t. j. typów A, (=1, 4, 6, 7), albo do klasy 
drugiej, t. j. do typów pozostałych Q=2, 3, 5, 8) otrzymamy 
zawsze podstawienia należące do typów klasy pierwszej. 


Wydz. mat.-przyr. T. XXVI 1 
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albo 2, 3, 5, 8 


c) Zważajac na niewymierność | g , dojdziemy, podobnie jak 
poprzednio, do rozróżnienia dwu kształtów podstawień: 


SE! SU ać ER) و از‎ 4B CND 

+D AVq —B‏ و O‏ 0 وک000 
a więc do podziału typów także na dwie klasy: do pierwszej z nich za-‏ 
liczymy typy podstawień 4y dla A= 1, 2, 3,4, do drugiej typy, dla któ-‏ 
rych A=5, 6, 7, 8 i powiemy: wykonywająe po sobie dwa pod-‏ 
stawienia należące albo oba do typów, których wskaźnik‏ 
albo oba do typów, których wskaźnik XA=5,6,7,8‏ 4 ,3 ,2 ,7 ے ۸ 
otrzymamy zawsze podstawienie należace do typu, któ.‏ 
rego wskaźnik v=1 2, 3,4:‏ 


4, 4, =A, be z%%, 


4 albo 5, 6, 7, 8 
= 1; 2, 3, 4. 


d) Dzieląc nakoniec ze względu na niewymierność ۷۷ 2 nasze typy 
na dwie klasy, wypadnie do klasy pierwszej zaliczyć podstawienia ty- 
pów U; do klasy pozostałej podstawienia typów V i powiedzieć: wy- 
konywając po sobie podstawienia należące albo oba do 
typów U albo oba do typów V otrzymamy zawsze podsta- 
wienie należące do typów U: 


ĄU,=U,, TAV,=U;. 


e) Z powyższych czterech prawideł wprost wynika, że: wyko- 
nywając po sobie dwa podstawienia należące do tegoż sa- 
mego typu, zawsze otrzymamy podstawienie typu U: 


ATASAN 


Stosując podane prawidła w dowolnym porządku, możemy otrzy- 
mywać rozmaite rozkłady grupy. Nie będziemy się zatrzymywali nad 
wyliczeniem i istotnem przeprowadzeniem wszystkich tych rozkładów, 
lecz jeden z nich podamy jako przykład. 

Z prawidła a) wynika, iż wykonywając po sobie podstawienia na- 
leżące do typów o wskaźnikach nieparzystych, nigdy nie otrzymamy 
podstawień należących do typów o wskaźnikach parzystych, t. z. że 
podstawienia typów o wskaźnikach nieparzystych tworzą dla siebie gru- 
pę, zawartą w grupie T, a więc grupę częściową grupy [. Nie można 
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tego powiedzieć o podstawieniach typów o wskaźnikach parzystych. Nadto 
ze wzorów pod a) podanych wynika: 


AŻ, SĘ Ga Ala = > PT 
AJA,, +1 4 FA A 2V +12 


a więc nasza grupa częściowa jest grupą niezmienna w grupie ogól- 
nej l. Wskaźnik grupy zależy, jak widzieliśmy, od ilości szeregów, 
w które można ugrupować podstawienia grupy ogólnej i z których je- 
den przedstawia właśnie naszą grupę częściową. W naszym przypadku 
zauważymy, że podstawienia typów o wskaźnikach parzystych, otrzy- 
mamy z podstawień typów o wskaźnikach nieparzystych, jeżeli na tych 
ostatnich wykonamy podstawienie: 


Ads: 7 | 1 
Widzimy zatem, że przy pomocy podstawień / i PR (tworzą- 


cych znowu dla siebie grupę skończoną), można ułożyć podstawienia 
grupy l w dwa szeregi, a więc wskaźnik grupy częściowej powyższej 
jest =2. Mamy zatem twierdzenie: 

Grupa obejmująca podstawienia typów o wskaźni- 
kach nieparzystych jest grupa częściową, niezmienną gru- 
py T i posiada względem niej wskaźnik 2. Nazwiemy ją T,. 

Stosując teraz n. p. twierdzenie c), widzimy, że w tej grupie czę- 
ściowej jest znowu zawarta grupa składająca się z podstawień typów 
مہدءتا‎ Nadto z c) wynika, że V, Usp: Vahte™ Uivan a więc: pod- 
stawienia typów U,,, tworza grupę częściową niezmien- 
ną tak grupy T, jak grupy T; jej wskaźnik względem gru- 
py T jest =4; nazwiemy ją przeto T,. 

Ta znowu grupa (jak to z twierdzeń a) c) d) razem rozważa- 
nych wynika) obejmuje grupę częściową را‎ utworzona przez 
podstawienia typów U,, U, posiadającą wskaźnik 8 wzglę- 
dem grupy T. 

Nakoniec z twierdzeń a) c) d) b) razem wziętych (lub wprost z pra- 
widła c) wynika, że podstawienia typu U, tworzą grupę czę- 
ściowaą zawarta w grupie T, i tak względem tej, jak wzglę- 
dem ٣ niezmienną. Grupę tę nazwiemy ہا‎ 

Jest to najmniejsza grupa częściowa, którąśmy na tej drodze mogli 
otrzymać. 

Co się tyczy grup częściowych, posiadających taki sam wskaźnik 
x, otrzymywanych przy stosowaniu prawideł a) b) c) d) w innym po- 
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rządku zauważymy, że niektóre z nich będa sobie wprost równe, albo 
będą miały pewne grupy częściowe o wskaźniku Û > « spólne, czyli, 
używając terminu znanego w teoryi grup, będą z sobą „spółmierne* 
względem pewnych grup częściowych przez nie objętych. Lecz wszy- 
stkie takie grupy częściowe będą z sobą spółmierne 
względem grupy Ls- 

Wspomnimy tu jeszcze o metodzie użytej przez Frickego ') w celu 
określenia grup (które, jak już we wstępie zaznaczyliśmy, są szczegól- 
nymi przypadkami grupy I); posłuży nam to zarazem za sprawdzenie 
że podstawienia 16-tu typów tworzą istotnie grupę. 

Używajac tej metody, należałoby postępować drogą odwrotna 
względem tej, której użyliśmy przy rozkładzie grupy. Wychodząc mia- 
nowicie z typu podstawień U,, o których łatwo można się przekonać, 
że tworzą grupę (por. Fricke: Math. Ann. t. 39, str. 462, 468), dołą- 
czamy kolejno typy ہما‎ U, i U, itd., i dochodzimy stopniowo do co- 
raz większych grup, aż wreszcie do grupy ogólnej F i grupy uzupeł- 
nionej F. Co się tyczy szczegółowego przeprowadzenia rzeczy, odsyłamy 
czytelnika do prac Frickego. 

Również choć kilka słów poświęcimy grupom częściowym analo- 
gicznym do grup częściowych rozważanych oddawna w teoryi grup 
modułowych, — których spółczynniki czynią zadość pewnym kongruen- 
cyom. Grupy te częściowe obejmują wszystkie te podstawienia grupy T, 
które odpowiadają podstawieniom potrójnym S posiadającym spółczyn- 
niki a, poddane następującym warunkom °) 


Q = ويك‎ = Agg = 1 (mod. n), 


(mod n).‏ 0 = ,ا = وو ک و = 3 A‏ = روہ = را 


W przypadku, gdy n jest liczbą pierwszą, łatwo okazać, że wówczas 
au, r, = 4 (mod n) ےء ے ط‎ 1 = 0 (mod n) 


i podstawienia grupy F czyniące zadość tym warunkom tworzą częścio- 
wa grupę niezmienną grupy l. Ponieważ jednak twierdzenia odnoszące 
się do tej grupy częściowej otrzymane przez Frickego °) z małemi sto- 
sownemi zmianami tutaj powtórzyćby można, więc ograniczamy się tylko 
do powyższej wzmianki. 


1) Math. Ann. t. 38, str. 462 i n.; t. 39 str. 63 i n. 
3) Poincaré: Les fonctions f. et l’a. Liouv. J. ser. 4, t. 3; str. 422. 
3) Math. Ann. t. 39, str. 83 i n. 
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$. 4. GGeometryczne znaczenie grup. 


Aby uniknać niejasności i powtarzania się w dalszym ciagu, przy- 
pominamy naprzód niektóre pojęcia, zresztą dobrze znane ') z teoryi geo- 
metrycznego przedstawiania grup. 

Zmienna zespolona œ, na której podstawienia wykonywamy, przed- 
stawiamy, jak zwykle, jako punkt na płaszczyźnie lub na powierzchni 
kuli. Punkty w, które otrzymujemy z pewnego danego punktu przy 
pomocy podstawień grupy, nazywaja się punktami równoważnymi 
punktowi danemu wzgledem grupy. Ponieważ podstawienia grupy po- 
siadaja spółczynniki rzeczywiste, wszystkie więc punkty równoważne 
znajdować się będa w tejże samej połowie płaszczyzny (po nad lub pod 
osią rzeczywista), w polu której leży punkt dany. W przypadku grupy 
nieciagłej zawsze można znaleźć obszar skończony, obejmujacy tylko 
punkty nierównoważne, i którego punkty obwodu sa parami z soba zwią- 
zane za pomoca podstawień grupy. Kształt tego obszaru, zwanego wie- 
lobokiem zasadniezym lub fundamentalnym, jest w wysokim sto- 
pniu dowolny; można jednak zawsze do tego doprowadzić, iż będzie on 
ograniczony wyłacznie łukami kół, których środki leża na osi rzeczywistej”). 
Kształt zaś taki wieloboku jest z tego względu nadzwyczaj dogodny, 
że wówczas przy podstawieniach grupy przechodzi oś rzeczywista w sie- 
bie, koła zaś do niej prostopadłe przechodza znowu w koła tęż sama 
własność posiadające. Wskutek tego wszystkie wieloboki otrzymywane 
z wieloboku zasadniczego przy pomocy podstawień grupy, czyli wszyst- 
kie „wieloboki równoważne wielobokowi zasadniczemu* sa także ogra- 
niczone łukami kół o środkach na osi rzeczywistej. Wieloboki te pokrywaja 
cała połowę płaszczyzny raz jeden, nie pozostawiając miejsca pustego 
a nadto w przypadkach, którymi się zajmować będziemy, nie posiadaja 
jako boków odcinków osi rzeczywistej tak, iż sa zupełnie oddzielone od 
wieloboków powstających w drugiej połowie płaszczyzny. Z tego po- 
wodu rozważać będziemy wieloboki istniejace w jednej n. p. górnej po- 
łowie płaszczyzny. 

Głównem zadaniem, które nam rozwiazać رم‎ jest znalezienie 
wieloboku zasadniczego. W tym celu rozważymy szezegółowiej naturę 
podstawień grupy. 

Jak wiadomo dziela się podstawienia liniowe 


1) Por. Poincaré: Sur les groupes fuchsiennes: Act. Math. t. I str. 1 in. 
2) Aet. Math. str. 16—20. 
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posiadające spółczynniki rzeczywiste, według Kleina') na: a) Podstawie- 
nia eliptyczne, dla których bezw. wart. (a +8) < 2, posiadające dwa 
punkty stałe وہہ‎ œ, (Fixpunkte) z soba sprzężone i od siebie różne: 


— (a—8)£VGa + 3)'—4, 

21 
otrzymamy je, kladac w powyższem podstawieniu P) و‎ =e. Sprowa- 
dziwszy to podstawienie do postaci: 


Oise 


w 


widzimy, że P*= 1; z tego powolu nazywamy x peryodem-podstawie- 
nia; x jest głównym rozwiazaniem równania ą 

miat B—V(a + 87— 4. 

wit: 5+ V(a + 8)? —4 

b) Podstawienia hyperboliczne, dla których (a + 8) > 2 i któ- 
rych punkty stałe od siebie różne leża na osi rzeczywistej. 

c) Podstawienia paraboliezne, dla których (a--8) =2, posiada- 
jace jeden punkt stały rzeczywisty. 

Istnienie tych trzech rodzajów podstawień zależy oczywiście od 
liczb ہو‎ r, s. Zanim jednak przejdziemy do tego pytania, udowodnimy 
pewne twierdzenie, które nam rozwiazanie owego pytania znacznie 
ułatwi. 

Jeżeli na zmiennej w wykonamy dwukrotnie tożsamo podstawienie 


2 « B 
2 5) 
otrzymamy podstawienie 


2 +y 0) +0) 
m (7 (= e ED) 
Stosownie do tego, czy (x + ò) jest < 2, = 2 albo > 2 jest także 
(x + 8) = ((« + 8)2—2) < 2, = 2, albo > 2 
Wyjatek stanowi tylko przypadek, kiedy (x + 8) = 0. Wówczas jednak 
podstawienie P, posiada peryod =2 i P? jest podstawieniem tożsamo- 
ściowem (P? = 1). 


1) Kleln: Vorl. ii. e. Modulf, str. 163 i n. 
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Z drugiej strony na mocy prawidła e) ($. 3) okazuje się, że po- 
wtarzająe podstawienie należące do jakiegoś typu ۸ا‎ otrzymamy zaw- 
sze podstawienie należące do typu U: UG =U,, a więc: wyjawszy 
podstawienia eliptyczne, których peryod jest =2, powie- 
my: jeżeli w grupie zachodzi podstawienie któregoś 
z trzech powyższych rodzajów (elipt. hyp. lub parab.), to 
znajduje się napewno podstawienie tegoż rodzaju także 
między podstawieniami typu U,. 

Korzystając z tego twierdzenia, nie trudno nam będzie rozstrzygnać, 
kiedy w grupie nie zachodza podstawienia paraboliczne; dość bowiem 
jest rozważyć, kiedy podstawienia typu U, nie zawieraja podstawień pa- 
rabolicznych. Ponieważ dla tych podstawień jest (x + 8) = 2, więc dla 
typu U, | 


a+bVgr ۷۷+۷۴۲ 
2 2 Vs 


U,) , gdzie a?” —b?gr+-c?rs— d?qs = 4. 


FING ٦ 
2 2 
jest a = + 2 i równanie ostatnie sprowadza się do równania: 
qrb*—rsc? + qsd?= 0 
czyli, gdy b =b's, سے‎ cq, d=dr, do równania: 
sbż—qgc?+rd?=0, 


które, w przypadku, gdy grupa zawiera podstawienia paraboliczne, 
winno posiadać rozwiązania w liczbach całkowitych. Stad wynikaja przy 
użyciu symbolu Legendre'a następujace równości 1) 


RORO 
0-060-09$-6 w 


Warunki te sa z soba sprzeczne w następujacych przypadkach: 


I) Kiedy g jest liczba pierwsza kształtu 4h—1, zaś r, s są liczbami 
pierwszemi kształtu 4k + 1. 


czyli 


$ 1خت‎ ; 
Istotnie wówczas jest (—)=—-1, a więc 
9 


') Vorl. über Zahlentheorie v. Lejeune-Dirichlet (Dedekind) III Auf. str. 431. 
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r 8 
=" 
(11) 7 gP 
z drugiej zaś strony, na mocy dwu pierwszych związków (10) i prawa 
„wzajemności“ otrzymujemy: 


رو سای کا وا اک و 
Li GA‏ 


co jest z warunkiem (11) sprzeczne. 


II) Podobnie postępujac, okażemy, że do sprzecznych warunków 
dochodzi się, kiedy q jest liczba pierwszą kształtu 4h + 1, a r i s są 


1 ; 
liczbami pierwszemi kształtu 4k — 1. Jakoż wówczas >> = ii 


ostatnia z równości (10) sprowadza się do: 


a2 (9-9 


Z drugiej strony z prawa wzajemności i dwu pierwszych równości (10) 
wynika: 
۶لیا رت اوہ ےت تا‎ 
a) 


co jest z (12) sprzeczne. W tych tylko dwu przypadkach nie zawiera 
grupa F podstawień parabolicznych; w każdym zaś innym przypadku 
te podstawienia istotnie w grupie zachodzą. [Co do tych ostatnich grup 
zawierajacych podstawienia paraboliczne, okazał Frieke,') iż one w pe- 
wien sposób przekształcone, wykazuja spółmierność z grupą podstawień 
modułowych |. 

Nie tak łatwo jednak można rozstrzygnąć kiedy i o jakim peryo- 
dzie zawiera grupa T podstawienia eliptyczne. Co się tyczy podstawień 
o peryodzie k nieparzystym, to jak z prawidła e) ($. 3) wynika, zacho- 
dzić one moga tylko między podstawieniami typu U,. Nie możemy je- 
dnak tego powiedzieć o podstawieniach p siadajacych peryod parzysty; 
poszukiwania ich należy przeprowadzić dla każdego typu z osobna. 


a więc 


1) Math. Ann. t. 38 str. (79—81). 
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Przy ogólnym roztrzasaniu należałoby nam rozróżnić znaczną ilość 
przypadków, nadając liczbom q, r, s rozmaite wartości. Dlatego ograni- 
czymy się tylko do pokazania sposobu postępowania, biorąc pod uwagę 
podstawienia typu U, dla powyższych przypadków I), II). 

Ponieważ dla podstawień eliptycznych jest (1-+8)<2 a dla 
typu U: 


at b Var Vr +۷) ۷ 
2 2 ! 

—eVr+dVq yz a-bVgr 

fg 9۴ 


, a*—b?gr + c?rs—d?qs=4 


u-H0=a, gdzie a jest liczbą całkowitą, więc może być tylko albo a= 0, 
albo a=1. Wartości te (4+8)= 0,1 odpowiadają podstawieniom elipty- 
cznym posiadającym peryod odpowiednio x=2, x= 3. Stąd widzimy, że 
w grupie T zachodzić moga podstawienia eliptyczne, po- 
siadajace co najwyżej peryod x= 6. 

a) a= 0, x«=2. Równanie a — b?gr+-c?rs—d?qs = 4 sprowadza 
sig do: 

—b gr +crs—d? qs = 4. 

Aby to równanie posiadało rozwiązania w liczbach całkowitych, 
potrzeba, z uwagi, iż b, c, d nie mogą zawierać czynników odpowied- 
nio: 8, q, r, aby: 


L? =æ qr (mod s); c =rs(modg), @* = — (qs) (mod 7), 


CDS IDE 


1) Dla przypadku I): q=4h— 1, a r,s=4k+ 1 mamy: 


== (= GI- ewe 
|| O-00-060-6) 


2) Dla przypadku jednak II): q=4h+-1; r,s=4k—1, mamy 


Gw G 
)--6. 2-6. (0--6. 


Wydz. mat.-przyr. T. XXVI. 8 


czyli: 


a więc 
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Lecz na mocy prawa wzajemności i n. p. dwu ostatnich związków, 
otrzymujemy: 


)0+-)0--)3-6-6-0 
ےت 


co jest sprzeczne ze związkiem pierwszym. W tym więe przypadku nie 
zachodzą w grupie F podstawienia eliptyczne o peryodzie x=2 nale- 
żące do typu U,, a więc także w ogóle nie zachodza podstawienia po- 
siadające peryod x=4. 
b) a=1; x=3. Tutaj równanie a* —bgr + c*rs—d*qs=4 sprowadza 
się do równania: 
— b?rq + e? rs—d?qs=3. 


Aby to równanie miało rozwiązania w liczbach całkowitych po- 
trzeba, aby 
NPG) CS CDOS 

(ما(یا۔(ی( ئا اا FATA‏ 67ا واو 
co jednak już prowadzi do znacznej ilości przypadków. Nie będziemy‏ 
ich tu przytaczali, jak również nie będziemy rozważali podstawień hy-‏ 
perbolicznych w grupie, gdyż nam to do zamierzonego celu nie jest‏ 
potrzebne, a z drugiej strony taką dyskusyę przy danych liczbach q, r, s‏ 
nie trudno jest przeprowadzić.‏ 

Tyle co do podstawień grupy ۰ Pozostaje nam jeszcze pomówić 
o podstawieniach grupy uzupełnionej T. Powiedzieliśmy wyżej, że pod- 
stawienia rodzaju 2-go (posiadające wyznacznik = — 1) otrzymamy z pod- 
stawień rodzaju 1-go, gdy na nich wykonamy podstawienie w =«. 

Geometrycznie podstawienie to oznacza przejście od punktu w do 
punktu symetrycznie położonego względem osi urojonej. Jasnem jest 
teraz, dlaczegośmy uzupełnili grupę F zapomocą podstawienia właśnie: 
— w; tym sposobem bowiem także przy uwzględnieniu tego podstawie- 
nia nie wychodzimy poza obręb górnej połowy płaszczyzny. 

Z pomiędzy podstawień grupy F, najważniejszemi dla nas będą 
te, których peryod jest równy 2, a więc do których, jak łatwo spo- 
strzedz, należy także podstawienie —w. 

Cechę charakterystyczną tych podstawień stanowi warunek ') «=ò 


1) Zob. Vorl. ii, e. Modulf, str. 196 i n. 
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a wige dla podstawień naszych typów warunek b = 0. Punkty stałe 
takiego podstawienia tworza koło prostopadłe do osi rzeczywistej, któ- 
rego równaniem jest: 

ya? +y)—222+ PB = 0, 


gdy c+ty =». Koła te oznaczać będziemy stale literą K. 

Dla podstawienia w = —o kołem K jest oś urojona a punkty so- 
bie równoważne względem tego podstawienia, sa, jak widzieliśmy, pun- 
kty symetryczne względem osi urojonej. Z tego powodu będziemy mó- 
wili w ogóle, że punkty sobie równoważne względem podstawień ro- 
dzaju 2-go, posiadających peryod =2, sa punktami symetrycznymi 
względem odpowiednich (t. j. do tychże podstawień należących) kół K- 

Koła te K okaża się w dalszym ciagu nadzwyczaj przydatnemi do 
wyznaczenia wieloboku zasadniczego. Z tego powodu w każdym szcze- 
gólnym przypadku będziemy musieli ocenić, które typy biora udział 
w powyższych podstawieniach rodzaju 2-go o peryodzie =2, co ze 
względu, że b = 0, nie sprawia wielkich trudności. 

Rzecz tę okażemy na przykładach; teraz zaś jeszcze kilka słów 
o wieloboku zasadniczym grupy I. Ponieważ dwa podstawienia rodzaju 
2-g0 po sobie wykonane prowadza zawsze do podstawienia rodzaju 1-go, 
więc dwa wieloboki zasadnicze grupy I (sobie przyległe) tworzą wielo- 
bok zasadniczy grupy T. Do linij ograniczających wielobok grupy T 
należeć będa oczywiście także koła K, jako linie sobie samym wzglę- 
dem grupy równoważne. Stad widocznem jest, że wielobok zasadniczy 
grupy T otrzymamy, dzieląc wielobok zasadniczy grupy T za pomoca 
odpowiedniego koła K na dwie części symetryczne z sobą względem 
tego koła. 

Mamy już teraz wszystko przygotowane, aby uskuteeznić ograni- 
czenie wieloboku zasadniczego grupy T iT lub, co więcej, podzielić cała 
połowę płaszczyzny na wieloboki równoważne zasadniczemu. 

Wszystkie punkty stałe podstawień eliptycznych lub parabolicz- 
nych, jako punkty sobie samym równoważne względem pewnych pod- 
stawień grupy ٣ leżą na obwodzie wieloboku i tworzą, w ogóle mówiac, 
jego wierzchołki. Aby więe uzyskać żadany podział płaszczyzny dla 
grupy l, należy przez odpowiednie pary tych punktów poprowadzić koła 
prostopadłe do osi rzeczywistej. 

Podział ten jednak łatwiej otrzymamy, wychodzae z grupy uzu- 


pełnionej © i jej wieloboków. W tym celu kreślimy wszystkie koła K, 
które ogranicza pewne wieloboki. Punkty przecięcia tych kół K, jako 
punkty odpowiadające sobie także względem grupy I, sa punktami sta- 
łymi podstawień eliptycznych (lub parabolicznych). Ilość kół K prze- 
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chodzacych przez ów punkt stały podstawienia zależy od tegoż peryodu 
i oczywiście tworza te koła z soba katy równe. Zauważyć jednak na- 
leży, że na odwrót niewszystkie punkty stałe podstawień eliptycznych 
powstaja wskutek przecięcia się kół K. Może się mianowicie zdarzyć, 
na co zwrócił uwagę Fricke i do czego podał przykłady!), że wielobok 
ograniczony samemi kołami K nie jest wielobokiem zasadniczym grupy 
TI, ale należy do grupy niezmiennej Tų, częściowej względem grupy T. 
Wówczas w polu takiego wieloboku znajdzie się punkt stały podsta- 
wienia eliptycznego; przezeń oraz przez odpowiednie wierzchołki wielo- 
boku potrzeba poprowadzić koła, które nam zeń oddziela wielobok za- 
sadniczy grupy P. 

Stad, że dwa wieloboki zasadnicze grupy F sobie symetryczne 
względem jakiegoś koła K tworza wielobok zasadniczy grupy TFT, wprost 
okazuje się, iż te boki wieloboku grupy Û sa sobie względem niej 
równoważne, które leża symetrycznie względem koła K dzielacego wie- 
lobok. — Podstawienia, przy których boki wieloboku przechodza w im 
równoważne nazywaja się podstawieniami rodzacemi grupy; one 
bowiem wystarczają do określenia całej grupy. Znajac kształt wielo- 
boku zasadniczego i wiedzac, które boki sa sobie parami równoważne, 
nie trudno jest w każdym szczególnym przypadku, biorac do pomocy 
na bokach dwie pary punktów (np. wierzchołków) sobie równoważnych, 
znależć podstawienia rodzace. 

Wycinajac wielobok zasadniczy grupy Iz płaszczyzny i składając 
go tak (w mysl geometryi położenia), aby boki sobie równoważne z so- 
ba się zeszły, otrzymamy pewna powierzchnię zamknięta. Ponieważ 
pary boków równoważnych sa z soba symetryczne względem pewnego 
koła K, powierzchnia owa posiada tę własność, iż się rozpada „na dwie 
części, jeżeli ja przetniemy wzdłuż jakiejkolwiek na niej leżącej linii 
zamkniętej, siebie niespotykajacej. Własność ta cechuje, jak wiadomo, 
powierzchnie należące do rodzaju (Geschlecht): p = 0. Stad mówimy, 
iż grupy I' należa do rodzaju zero. 

Chcąc wreszcie znależć wielobok zasadniczy grupy częściowej Ty gru- 
py T postępujemy w ten sposób °). Wychodzae z któregoś wieloboku zasa- 
dniczego grupy I, dołaczamy doń wieloboki jemu przyległe dotad, do- 
póki nie natrafimy na wielobok równoważny (względem grupy T,) je- 
dnemu z poprzednio już wziętych wieloboków. Ile takich wieloboków 


1) Mat. Ann. t. 38, str. 72, 474 i n.; t. 39, str. 69 i n. 
2) Zob. Vorl. u. e. Modulf. str. 310. 
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grupy I składa wielobok grupy częściowej, wskazuje jej wskażnik. 
Tym sposobem postępujae nie trudno rozstrzygnać, które boki wieloboku 
grupy l, sa sobie względem niej równoważne, a więc także znaleźć 
podstawienia rodzace grupy częściowej. 


$.5. Formy podwójne kwadratowe. 


Chociaż w kilku słowach wypada zaznaczyć zwiazek istniejacy 
między grupa I a formami kwadratowemi podwójnemi, których spół- 
czynniki należą do obszaru wymierności Vq, Vr, Vs . Formy te 
(oznaczam je litera o) maja kształt: 


رذ( zy+(E6Vq +tVr‏ 21۷۰ +:ھ( ۷۶ي - و۷ج) p=‏ 


gdzie liczby č, ہم‎ Ç sa liczbami całkowitemi w zwykłem tego słowa 
znaczeniu. Zwiazek, o którym mowa, przeprowadził dla szczególnych przy- 
padków grupy I Fricke!) w myśl rozwinięć Kleina przeprowadzonych 
dla zwykłych form kwadratowych i grupy funkcyj modułowych °). 
Na mocy tego zwiazku wypadaja nadzwyczaj proste i jasne odpowiedzi 
na zwykłe pytania, które sobie w teoryi tych form zadajemy: a) kiedy 
dwie formy posiadajace ten sam wyznacznik są sobie równoważne — 
i b) znależć podstawienia, przy których forma przechodzi w jej równo. 
ważna. Nie chcac przytaczać wywodów nieróżniacych się wielce od 
tych, które sa zamieszezone w pismach dopieroco wymienionych ujmie- 
my całą rzecz w szereg twierdzeń. 
لے‎ Wyznacznik formy o jest mniejszy od zera: 


D=qg$* — 8%- r <0. 


Formę o posiadajaca wyznacznik D < 0, przedstawiamy na płaszczy- 
źnie zmiennej zespolonej w zapomocą punktu: 


۵ءء لو 


Wówczas formy 9, ...ہم‎ przedstawione zapomocą punktów sobie 
równoważnych względem grupy ا‎ sa formami sobie równoważnemi. 
Obierajac jeden z wieloboków zasadniczych grupy U — nazwijmy go 


1) Math. Ann. t. 39, str. 73 i n. 
2) Vorl. ii. e. Modulf. str. 243. 


www.rcin.org.pl 


62 S. KĘPIŃSKI. 


W, — za pierwszy (wielobok wyjścia), i przyjmujae, że formy przed- 
stawione przez punkty tego wieloboku sa formami zredukowanemi, po- 
wiemy: Każda forma ọ o wyznaczniku ujemnym jest rów- 
noważna jednej formie zredukowanej. Formy 9,, z wy- 
jatkiem tych, które sa przedstawione zapomocą punktów 
przypadajacych w punktach stałych podstawień eliptycz- 
nych, nie zmieniają się tylko przy podstawieniu tożsamo- 
ściowem; formy zaś owe wyjatkowe pozostają bez zmiany 
przy tylu podstawieniach (eliptycznych) ile wynosi pe- 
ryod tego podstawienia eliptycznego, którego 
punkt stały przedstawia formę. Punkty przedsta- 
wiajace formy 9, które sa sobie równoważne także 
względem podstawień rodzaju 2-go, leża na ko- 
łach K. 

B) Wyznacznik formy: D > 0. 

Formę o o wyznaczniku D > 0 przedstawiamy zapomocą koła K 
prostopadłego do osi rzeczywistej przechodzacego przez punkty: 

-4V5 +VD -qVs -VD 
EVa+tyr ۷۷۰+8۷۶. 

i opatrzonego strzałka, która stanowi różnicę miedzy formami و‎ i — ہم‎ 
Formę ہم‎ równoważna formie o przedstawia koło K,, które otrzymamy 
z koła K przy pomocy podstawienia grupy T. Formą zredukowana 
nazywa się ta, której koło K przechodzi przez wielobok W,. Stad: 
Każda forma jest przynajmniej jednej formie zre- 
dukowanej równoważna. Podstawienia(rodzaju 1-go) 
grupy l niezmieniajace tych form sa podstawie- 
niami hyperbolicznemi i tworza grupę nieskoń- 
czoną cykliczna — Formy przedstawione przez ko- 
ła K posiadaja nadto następujace własności: a) sa 
sobie także równoważne względem odpowiedniego 
podstawienia rodzaju 2-go, przy którem koło K 
przechodzi w siebie; Ö) zmieniaja tylko swój znak 
przy podstawieniach eliptycznych, posiadajacych 
peryod 2, których punkty stałe leża na kole K. 

Wszystkie te warunki i własności, wypowiedziane w formie geo- 
metrycznej, można łatwo, dobierając odpowiednio W,, przedstawić w zwy- 
kłej formie algebraicznej. 

Zauważymy tu jeszcze, że obok form o posiadaja ten sam wy- 
znacznik D = f także formy kształtu : 


'—(5Vqg=qVs)aż+2tVrsy+(tVa +tVr). 
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Zachodzi więc pytanie, jaka grupa podstawień należy do tych form? 
Zważmy naprzód, że podstawieniem, które przekształca formę 9 we 
formę o' jest 


ala 
کپ ھا‎ CISZU 
دی و شید‎ 

"YE 0 


Grupa więc podstawień należąca do form پ‎ jest grupa powstającą wsku- 
tek przekształcenia grupy T zapomoca podstawienia K, t. j. grupa, któ- 
raśmy w $ 1-ym nazwali I. Z powyższego nadto wprost wynika, że 
podstawieniami przekształeającemi formy kształtu 9 we formy 
kształtu ¢ sa podstawienia: A K, jeżeli przez A, jak zwykle, ozna- 
czymy podstawienia grupy IL. 


ربہصہہہہحج 


PRZY READY. 
I) Niech: 
qg=l, r=d, s=>4 


ilość typów sprowadza się do ośmiu: U, Us, Us, U Vis Ve, Vs, Ve 
Według powyżej wyłożonej teoryi szukać naprzód będziemy kół K. 
Podstawienia, które je wyznaczaja, sa określone przez to, że b =0. 
Nie trudno okazać, że tylko dla podstawienia typów: U,, Us, U,, Vo’ Va 
istnieja koła K. Jakoż n. p. dla typu U, równanie c) $. 1) sprowadza 
się do równania 
3 a 70—21d0=4, 

które nie posiada rozwiązań w liezbach całkowitych, gdyż w takim ra- 
zie winno być a? = 3 mod 7, zaś ($) =— 1; podobnie okazać to można 


dla typów V,, V,. Równania zaś typów pozostałych sprowadzają się 
do równań następujacych را‎ : 

U) a2+21c—7d0%=4;a=+2,c=0,d=0; 

U,) 21a?+c*—3d?=4; a=0, c=+2, d= 0; a=0,c=4,d=2; 
U, 7a?+3c2—d?=4; a=+2, c=+2, d=+6; a=+2, c=+10, d=+18; 
V,) a?+21c—7d0*=2; a=+3, c=0, d=+l; a=+3, ناس‎ d=ł}2; 
V,) 7a*+3c2—d?=2; a=0, c=+1, d=+1; a=+3, cztl, d=+8. 


') Niektóre z rozwiązań tych równań obok wypisuję. 
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Tym rozwiązaniom odpowiadają koła K:x1=0; a*+y*=1; 
Ek it. d. Jak widać z fig. 1-ej koła te ograniczają 
pięcioboki posiadające same katy proste 1). 

2 kolei zachodzi pytanie jakiego rodzaju podstawienia eliptyczne za- 
chodzą w grupie. Ponieważ dla tych podstawień suma pierwszego i ostat- 
niego spółczynnika (x-8)<2 więc dla typu U, jest (1+8)=a=0, albo = 7; 
dla typu U,: (1+8)=0, V3,a więc a=0, 1; dla typu V,: (1+8)= 
lub V2a więc a=0, 1; dla reszty zaś typów اوت‎ (1+8)=0, a więc ای‎ 
Szukając rozwiazań równań , do których się przy powyższych warto- 
ściach liczby a sprowadzą odpowiednie równania a) b) . . ($. 1), prze- 
konamy się, że tylko podstawienia typów U,, ٣, Va, V, mogą być 
podstawieniami eliptycznemi i wszystkie posiadają peryod równy 2. 
Podajemy tu dla każdego typu podstawienia eliptyczne z ich punktami 
stałymi : 


£? + y? = 


V21 +i V2 


EE 2 Š‏ = ر رلا 


l >‏ 
ےھ وج 
| 


1) Wieloboki zasadnicze grupy T są naprzemian cieniowane i niecieniowane. 


www.rcin.org.pl 


Ż TEORYI NIECIĄGŁYCH GRUP PODSTAWIEŃ LINIOWYCH. 65 


Wszystkie te punkty stałe leża we wierzchołkach wieloboku utworzo- 
nego przez koła K. Mamy więc wynik następujący : 

Wielobokiem zasadniczym grupy T**" jest pięciobok posiada- 
jący wszystkie kąty proste. Dołączając do niego jeden z wieloboków 
przyległych, otrzymujemy sześciobok, który jest wielobokiem zasadni- 
czym grupy [** 9, 

Z sześcioboku (abcdefh) (fig. 1) odezytujemy następujące pod- 


stawienia rodzące: 


(A TĄ. p و‎ ۹ V7 zz i)a 
LAT CANE 01 i | PR 

y2 

s: LF 

V2 V2 $ —1 

ddd:‏ لی ا سس 


11) Przyjmijmy: 
q=l,r=7,s=3, 


podobnie jak w przykładzie poprzedzającym, ilość typów zredukuje się do 
ośmiu. Koła K należą do podstawień typów: 


U) a*+-21c3 —3d0*=4; q=+2, c=0, d=0; 
U) 21a*+c — 7d =4; 4=0, c=+2, d=0; 
U) 3a*+70 —d*=4; a=t2, c=t2, EE 
FD 3ła?3+ c — 7d” =2; q=0, c=t3 d=tl1'; 
FP) 3968470 —d07=2; QET c=0, QET 


Koła te, jak widać z fig. 2-ej, dziela płaszczyznę na pięcioboki prosto- 
katne. Z podstawień eliptycznych zachodzą w grupie tylko te, których 
peryod =2 i w nich biorą udział podstawienia typów: U, Vi, Va, V,. 
Punkty stałe tych podstawień leżą w wierzchołkach pięcioboku, tak iż 
mamy twierdzenie : 

Wielobokiem zasadniczym grupy I“ ” * jest pięciobok posiadający 
wszystkie kąty proste. Dołączajac do niego jeden z wieloboków przy- 
ległych otrzymamy sześciobok będący wielobokiem zasadniczym grupy 
I“ *», Podstawienia rodzące tej grupy są: 


Wydz. mat.-przyr. T. XXVI. i 9 
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III) Niech nakoniec: 
q = ,رق‎ r=s=5. 
Koła K należa do podstawień typów: 


GERE A d=0; 

a=Ó0) oO EI 0 07ے‎ 

SEN CLS d=+Ł8: 

a=+], c=+ż], d=0; 

SEL c=0, d=1; a=0, cz+l d=+l; 


Dj ko 150 =dł; 
U,) 15a3+c*—d*=4; 
U) 3a?+3 — 50*=4; 
V) a?+c*— 1503 2; 
V,) 5a*+4+5c*—3d?=2; 


Koła te ograniczają czworobok wskazany figurą 3-cia, w którym trzy kąty 
są proste, czwarty połową prostego. Postępujace podobnie jak w po- 
przednich przykładach przekonamy się, że w grupie G zachodzą pod- 
stawienia eliptyczne o peryodach =2 i 4, oraz że punkty stałe tych pod- 
stawień leża w wierzchołkach wieloboków ograniczonych kołami K. 
Wielobok więc grupy G jest właśnie powyższym cezworobokiem , wielo- 
bokiem zaś grupy G będzie pięciobok powstały przez dołaczenie do 
poprzedniego jednego z wieloboków przyległych. Podstawienia rodzace sa: 
1 7 
a. 
FI 


1 


Va 43 
1 


1 
VS 
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